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Der geometrische Calcul behandelt die geometrischen 
Fragen, indem er die analytischen Operationen direct mit den 
geometrischen Dingen vornimmt, ohne es nöthig zu haben, sie 
immer mittelst der Goordinaten zu bestimmen. Dieser Calcul, 
der von Leibniz vorausgesehen wurde, ist in diesem Jahr- 
hundert unter verschiedenen Formen hauptsächlich durch 
Möbius (1827), Bellavitis (1832), Grassmann (1844) und 
Hamilton (1853) entwickelt worden. Seine Grundgedanken 
werden schon in vielen Lehrbüchern der Mechanik, der mathe- 
matischen Physik und der Infinitesimalrechnung benutzt. 

Die vorliegende Schrift enthält in den Nummern 1—47 
die Grundzüge des geometrischen Calculs. Mit ihrer Hülfe 
kommt man bereits zu einer grossen Anzahl von Resultaten; 
beiläufig werden die wichtigsten Formeln der analytischen 
Geometrie bewiesen; ihre Leetüre setzt nur (elementare Kennt- 
nisse in der Geometrie voraus. 

In den folgenden Nummern wird auf einige Fragen der 
Infinitesimalgeometrie eingegangen, welche auf Grund der 
vorhergehenden Theorien eine einfachere Form annehmen. 

Turin im Januar 1891. 

Der Terfasser. 
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Die Gnmdzüge des geometrisclieii Calculs. 

I. 

Tetraeder. 

1. Wenn A, B, C, D Punkte sind, so verstehen wir unter 
ABCD das Tetraeder, welches diese vier Punkte zu Eck- 
punkten hat. 

2. Die Gleichung ABCD = bedeute, dass die vier 
Punkte in einer und derselben Ebene liegen. Z. B. AABC = 0. 

3* Ein Tetraeder ABCD, das nicht Null ist, heisst 
.rechtswendig, wenn eine mit dem Eopf in A und den 
Füssen in B längs AB liegende Person, die nach der Strecke 
CD hinsieht, C zur Linken und D zur Rechten hat 

Im umgekehrten Fall heisst es linkswendig. A 
So ist z. B., wenn ABC die hier gezeichnete 
Lage haben, das Volumen ABCD rechtswendig 
oder linkswendig, je nachdem D vor oder hinter 
der Ebene der Figur liegt. 

Man sagt, zwei Tetraeder haben gleichen 
Sinn, wenn beide rechtswendig oder beide links- 
wendig sind, andernfalls sagt man^ sie haben entgegen- 
gesetzten Sinn. 

4. Unter dem Verhältniss — zweier Tetraeder a und w, 

von denen das zweite nicht Null ist, versteht man die Zahl, 
welche das Verhältniss der beiden Volumina misst, mit + Vor- 
zeichen wenn sie denselben, mit — Vorzeichen wenn sie 
entgegengesetzten Sinn haben. 

6, Zwei Tetraeder a und b heissen gleich, wenn sie das- 
selbe Volumen und denselben Sinn haben. Wenn u ein 
Tetraeder ist, das nicht Null gleichkommt, so ist die Gleichung 

Feano, Grundzüge des geometrischen Calculs. 1 




2 II. Punktsummen. 6—9. 

a = 6 gleichwerthig mit der Gleichung zwischen den Zahlen 

a j h 
— und — 
u u 

6. Hat man dahör nacTb Belieben das Tetraeder u fest- 
gelegt, so ist die Beziehung zwischen den Tetraedern a und 

den reellen (positiven, Null, oder negativen) Zahlen — ein- 
deutig. Die Tetraeder lassen sich also addiren und subtrahiren 
und mit (reellen) Zahlen multipliciren. Es ist 

u u — u 

und wenn m eine beliebige reelle Zahl vorstellt, 

ma a 

— = m — ' 

7. Es ist 

ÄBCD = - BäCD = — ÄCBD = — ÄBDC. 

Wenn man daher in einem Tetraeder die Eckpunkte unter- 
einander vertauscht, so ändert sich das Tetraeder seinem ab- 
soluten Werth nach nicht, aber es ändert das Vorzeichen oder 
nicht, je nachdem die Anzahl der Yertauschungen eine ungerade 
oder gerade ist. 



II. 
iPtinktBumnien. 

8. Die Gesammtheit mehrerer Punkte Ä, B, C - - -, die 
man sich mit Zahlen m, w, ^, • • • behaftet denkt, wird be- 
zeichnet mit 

mÄ -|- nB +i)C-|- • • •. 

Die Gesammtheit heisst auch Punktsumme oder geo- 
metrisches Gebilde (der ersten Art) oder kurz F. 

9. Product eines geometrischen Gebildes 

S *= m J. + w5 + j)(7 -j- • • • 

und einer Dreizahl von Punkten PQR heisst die Summe der 
Tetraeder: 

SPQR = (mÄ + nB + pC-\ )PQR = 

= mÄPQR + nBPQR + pCPQR -\ . 



II. Punktsummen. 10—13. 3 

10. Man sagt von einem geometrischen Gebilde 8, dass 
es Null ist und schreibt 5 = 0, wenn SPQB = ist, man 
mag die drei Punkte FQR annehmen, wie man will. Z. B. 
Ä — Ä = 0. 

11. Zwei geometrische Gebilde 8 und 8' heissen gleich 
(S = S"), wenn stets, wie man auch die Punkte FQR an- 
nimmt, SFQB = S'FQR ist. 

Zwei nur in der Aufeinanderfolge der Glieder verschie- 
dene F sind einander gleich. 

12. Sind Ä und B Punkte, m und n Zahlen, so bedeutet 

die Gleichung 

mÄ = nJB, 

dass die Punkte Ä und B zusammenfallen und die Zahlen m 
und n einander gleich sind. 

Denn wenn die Ebene FQR durch Ä geht, ist 

ÄFQR c= 0; 

es muss daher auch BFQB = sein, dass heisst: jede durch 
Ä gehende Ebene geht auch durch B] A und B fallen also 
zusammen. Nimmt man nun eine Ebene PQB, die nicht 
durch Ä geht, so hat man ÄFQR = BFQB und, weil 
mÄFQB = nBFQR, auch m = n, 

13. Die folgenden Vereinbarungen liegen in der Natur 
der Sache: 

Wenn in einem geometrischen Gebilde ein Punkt keinen 
Goefficienten hat, so heisst das, dass der Coefficient die Ein- 
heit ist. Z. B. bezeichnet Ä — J5 die Gesammtheit der Punkte 
Ä und B mit den Goefficienten 1 und — 1. 

Sind /S = mJ. + w5 + • • • und /S'= m'J.'-[- n'J5'+ ••• 
zwei F, so versteht man unter ihrer Summe dasjenige jF, 
welches man erhält, wenn man die Glieder von S' hinter die- 
jenigen von 8 setzt: 

S + S'= mA + nB-] (- mÄ+ nB'-\ . 

Unter dem Product von 8 = mA + ^R -{-... mit einer 
Zahl Je versteht man dasjenige Fy welches man durch Multi- 
plication der Goefficienten von 8 mit Je erhält: 

Jc8 = JcmA -|- JcnB + • • • . 

Wenn es uns passt, werden wir Am statt mA und 

1* 
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— statt — Ä schreiben. Man beweist leicht, dass aus S + S'= 
mm ' ' 

folgt /S'= — S und aus S = T und S'= T 



III. 

Beduction der F. 

14. Lehrsatz, Wenn Ä und B zwei Punkte und m 
und n zwei solche Zahlen sind, dass m -\- n^O, alsdann lässt 
sich die Summe mÄ + nB auf (m + w)(7 reduciren, worin C 
derjenige Punkt ist, der die Strecke AB in zu m und n um- 
gekehrt proportionale Theile theilt, innerhalb wenn m und n 
dasselbe Vorzeichen haben, ausserhalb wenn die Vorzeichen 
entgegengesetzt sind; das heisst so, dass mit Beachtung der 

Vorzeichen -p^^ = — ist. 

CB m' 

Denn man wähle die drei Punkte PQR nach Belieben 
aus. Wenn dann die Ebene PQR parallel zu AB ist, so ist 

APQR = BPQB = CPQR, 

weil Tetraeder von derselben Grundfläche und Höhe gleich 
sind; folglich ist: 

mAPQR + nBPQR = (m + n)CPQR. 

Ist die Ebene PQR nicht parallel zu AB, so sei X ihr 
Durchschnittspunkt. Aus der Definition von C erhält man 

mAC + nBC=0, 
oder 

m{XC - XA) + n(XC - XB) = 0, 
oder auch 

mXA + nXB = (m + n)XC. 

Nun verhalten sich die Tetraeder APQR, BPQR, 
CPQR, da sie dieselbe Grundfläche PQR haben, wie ihre 
Hohen, das heisst wie die von A, B, C auf PQR gefällten 
Senkrechten. Diese Höhen sind den Strecken XA, XB, XC 
nach einem bekannten Satz der elementaren Geometrie pro- 
portional; folglich ist 

mAPQR + nBPQR = (m + n)CPQR. 
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Man kann also das Dreieck FQJR annehmen^ wie man 
will; es ist stets 

{mA + nB)FQB = (m + n)CPQB, 

das heisst soviel als: 

mA + nB == (m + w)C 

16. Beispiele, a) A-\' B stellt den Mittelpunkt von 

A und B mit dem Coefficienten 2 vor; der Mittelpunkt von 

A-\- B 
AB wird dann ausgedrückt durch — ^ — ' 

j8) Man setze (7 == 2A — J5, wobei G ein Punkt ist. 
Diese Gleichung lässt sich auch schreiben 2A ^^ B -{- C, 
woraus folgt^ dass A der Mittelpunkt zwischen B und C ist. 

y) Nimmt man einen beliebigen Punkt Cder Geraden AB, 
so lassen sich immer zwei Zahlen m und n, die nicht beide 
Null sind, der Art bestimmen, dass (m + w) C = mA + nB ist 

Es reicht aus, unter Berücksichtigung der Vorzeichen, die 
Zahlen m und n den Strecken CB und AG proportional an- 
zunehmen. 

16. Unter Masse eines Gebildes 

8 = mA + nB + pG -{-••• 

versteht man die Summe der Coefficienten m + w + ^ + • • • . 

17. Lehrsatz. Jedes F, dessen Masse nicht Null ist, 
lässt sich auf nur einen Punkt reduciren, der zum Coefficienten 
die Masse des gegebenen F hat. 

In der That können nicht alle Summen von je zwei 
Coefficienten Null sein-, denn wenn m, n, p nicht Null sind, 
so kann nicht zu gleicher Zeit 

m + w = 0, m -\- p = 0y w+2> = 

sein. Man nehme m + w ^ an, alsdann lässt sich m-4 + nB 
auf (m + w)X reduciren, worin X ein bestimmter Punkt ist 
Daher ist 

mA + nB +^C+ • • • = (^w + n)X -}- pC -\- • • •. 

Das gegebene Gebilde ist so auf ein anderes reducirt, das 
einen Punkt weniger enthält, und die Massen der beiden Ge- 
bilde sind gleich. Indem man so fort^hrt, erhält man den 
Lehrsatz. 



6 III. Reduction der F. 18. 19. 

18, Der iPunkt G, auf den sich mA + nB + pC -j- • • • 

unter der Voraussetzung, dass m + w-|-i> + ''*^0 ist, redu- 

ciren lässt, heisst der Massenmittelpunkt des gegebenen 
Systems. Er ist durch die Gleichung definirt 

(m + w +^ rj- • • ')G = mÄ + nB +i)C+ • • • 
oder 

^ mÄ -\~ nB -^ pC -^ ' * ' 

ix = i j i • 

jw -|- w -f- p -f- • • • 

19. Beispiele. «) Sind Ä, B, G die drei Scheitelpunkte 

eines Dreiecks, so ist sein Massenmittelpunkt -(J^ -|- J^ + C); 

durch ihn gehen die Medianen des Dreiecks, das heisst die 

Geraden [a, ^i^, [b, ^i-^, (c, ^4^) und theilen 

sich im Verhältniss 1:2. 

j8) J5 + C — A stellt den Durchschnittspunkt der von B 
und G zu den gegenüberliegenden Seiten parallel gezogenen 
Geraden vor. 

y) Der Massenmittelpunkt des Dreiecks — '^— , — 3—-? 

^±^ ist wieder \{A-\-B + C). 

8) Das Dreieck ABG zu construiren, wenn der Massen- 
mittelpunkt Gy der Punkt S, welcher die Seite BC im Ver- 
hältniss von 1 : 2 theilt und der Punkt K^ der die Seite A C 
von Aussen im Verhältniss von 1 : 2 theilt, bekannt sind. Man 
hat die Gleichungen 

A + B + G=SG, 2B+G=3H, 

2A — G=K, 

die, wenn aufgelöst, geben: 

C= SG — lS—^K. 

s) Sind Aj Bj (7, D die Eckpunkte eines Tetraeders, so liegt 
der Massenmittelpunkt j (-4 + J5 + C^ + -D) auf den vier 
Geraden, die einen Eckpunkt A mit dem Massenmittelpunkt 
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- (B + (7 + -D) der gegenüberliegenden Fläche verbindet und 

theilt diese vier Geraden in dem Verhältniss 3:1. Er liegt 
auch auch auf den drei Geraden, welche die Mittelpunkte 

- (J. + JB) und - ((7 + -D) der gegenüberliegenden Kanten ver- 
binden und ist der Mittelpunkt derselben. 

g) Sind ABC drei nicht in einer Linie liegende Punkte 
und ist D ein Punkt der Ebene ABC, so kann man drei 
Zahlen m, «, p, die nicht sämmtlich Null sind, der Art be- 
stimmen, dass 

(m -j- w -{-^)D = mA + nB +JpC« 

rf) Sind A, JB, (7, D vier nicht in einer Ebene liegende 
Punkte und ist E ein beliebiger Punkt, so kann man vier 
Zahlen m, n, p, q, die nicht sämmtlich Null sind, der Art 
bestimmen, dass 

(m + n+i^ + 9')^ = *w^ + nB +jp(7+ qD, 



IV. 

Vectoren. 



20. Wir beschäftigen uns jetzt mit solchen Fj deren 
Masse Null ist. 

Definition. Die Differenz B — A zweier Punkte A 
und B heisst Vector. 

Der Punkt A heisst Anfang, der Punkt B Ende des 
Vectors. 

Unter der Richtung von B — A versteht man diejenige 
von A nach J5. In den Figuren wird ein Vector durch die 
gerade Linie dargestellt, welche die Endpunkte verbindet und 
durch einen Pfeil, welcher die Richtung angiebt. 

Es ist JB — A'\' A = By das heisst: wenn man einem 
Vector seinen Anfang zufügt, so erhält man sein Ende. 

21. Lehrsatz. Damit zwei Vectoren B — A und B' — Ä 
gleich seien, dazu ist es nothwendig und ausreichend, dass die 
Strecken AB und A!B' parallel, von gleicher Länge, und in 
demselben Sinn gerichtet sind. 

Denn wenn man sagt: B — A = B' — Ä, so ist dieses 
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B 4- Ä' S' 4- JL 
gleichbedeutend mit — -J — = — ^- — ; oder der Mittelpunkt 

von 3Ä fällt mit dem Mittelpunkt von A3' zusammen und 
dieses kommt den vorstehenden geometrischen Bedingungen 
gleich. 

23. Aufgabe. Die Summe + (J5 — Ä) eines Punktes 
und eines Vectors JB — -4. zu construiren. 

Man bestimme den Punkt X der Art, dass X — = B — A 
ist, das heisst, man trage von aus die Strecke OX auf, die 
AB gleich, parallel und gleichgerichtet ist. Es ist dann 

Z=0 + (JS — ^). 

33. Aufgabe. Die Summe mehrerer Vectoren I^I^"- In 
zu construiren. 

Man nehme einen Punkt willkürlich an und bestimme 
die Punkte X^ X2 • • • X„ der Art, dass 

Xj = 4" Ji; ^2 *= ^1 "f" -^2; * * •; X„ = X„_i + In 
ist, so erhält man 

X„-0 = 7i + J2 + '.. + !«. 

Das Polygon, dessen Eckpunkte 0, Xj, Xg, • • •, X„ sind, 
heisst in der Mechanik das Polygon der Translationen. 

34. Lehrsatz. Jedes Fy dessen Masse Null ist, lässt 
sich auf einen Vector reduciren. 

S sei ein F von der Masse Null; nimmt man einen 
Punkt P beliebig an, so hat S + -P die Masse 1 und lässt 
sich also nach Nummer 17 auf einen Punkt Q = S '\- P redu- 
ciren. Daraus erhält man S = Q — P, womit S auf einen 
Vector zurückgeführt ist. Dieser Vector kann auch Null sein. 

26. Das Product eines Vectors I mit einer Zahl x ist 
ein I paralleler Vector, dessen Richtung denselben oder den 
entgegengesetzten Sinn hat, je nachdem x positiv oder negativ 
ist, und dessen Länge sich zu derjenigen von I verhält wie x : 1. 

Denn wenn 1^=^ B — -4, so ist xl = xB — xA ein F 
von der Masse x — oj == und lässt sich daher auf einen 
Vector reduciren. Macht man C — A = x{B — -4), so ist 

C = xB + (1 — x) A. Also -j-^ = X. 

Die graphische Con^truction des xl ist leicht, wenn x 
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eine rationale Zahl ist; sie kann schwer oder auch bei Be- 
nutzung der gewöhnlichen Hülfsmittel unmöglich werden, wenn 
X irrational ist. 

36. Sind I und J zwei parallele Vectoren, von denen 
der erste nicht Null ist, so lässt sich eine Zahl x so be- 
stimmen, dass J=xl ist. Es geht dies aus dem vorher- 
gehenden Satz hervor. 

37. Drei Vectoren heissen complanar, wenn sie der- 
selben Ebene parallel sind. Sind x und y zwei reelle Zahlen, 
so sind die Vectoren I, J, xl + yJ complanar. 

Lehrsatz. Wenn I und J zwei nicht parallele Vectoren 
sind, so lässt sich jeder mit ihnen complanare Vector JJ in 
die Summe zweier Vectoren zerlegen, von denen der eine 
parallel zu i, der andere parallel zu J ist. 

Denn man nehme den Punkt beliebig an und be- 
stimme die Punkte 

A = + I, B = + J, P=0+ U. 

Die Punkte 0, Ä, B^ P liegen in derselben Ebene. Von P 
ziehe man eine Parallele zu OB, die 0^ in dem Punkt M 
schneidet. Dann ist 

U=P-0 = {M-0) + (P—M) 

und damit U in die Summe des Vectors M — parallel zu I 
und des Vectors P — M parallel zu J zerlegt. 

38. Sind I und J zwei nicht parallele Vectoren und Ü 
ein zu ihnen complanarer Vector, so lassen sich zwei Zahlen 
X und y so bestimmen, dass 

U=xI+yJ 

ist 

Denn, zerlegt man U in zwei Vectoren, den einen parallel 
zu J, den anderen parallel zu J, so lässt sich der erste xl 
und der zweite yJ gleichsetzen. 

39. Sind drei nicht complanare Vectoren J, J, K ge- 
geben, so lässt sich jeder Vector U in die Summe dreier Vec- 
toren zerlegen, von denen der erste J, der zweite J und der 
dritte K parallel ist. 

Der Beweis ist demjenigen in Nummer 27 analog. 

30. Wenn drei nicht complanare Vectoren J, «7, K ge- 
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geben sind, so lässt sich jeder Vector U auf die Form 
bringen 

worin X, y, z drei Zahlen sind. 

Denn zerlegt man JJ in die Summe dreier Vectoren, die 
bezüglich J, J^ K parallel sind, so lassen sich diese Vectoren 
xly xJ, zK gleichsetzen. 

31. Wenn J, Jj K nicht complanare Vectoren sind und 
wenn die Zahlen x, y, z, x\ y', z' der Bedingung genügen 

xl+yj+ zK=xI+ y'J+z'E, 
so ist 

x = x', y ==y\ z = z. 

Denn aus der Bedingungsgleichung erhält man 
(x - x)I +(jf-y')J+(z-'Z')K^O. 

Wenn nun eine der Differenzen x — x\ y — y\ z — z\ zum 
Beispiel die letzte, nicht Null wäre, so würde man durch 
Division mit ihr 

z — z ^ z — z 

erhalten. K wäre also (27) complanar zu I und J", was der 
Voraussetzung widerspricht. 



V. 

Coordinaten von Vectoren und Fonkten. 

33« Es seien ein fester Punkt und J, J, K drei nicht 
complanare Vectoren. Alsdann (30 und 31) lässt sich jeder 
Vector U nur auf eine einzige Art in die Form bringen 

U=xI+yJ+zK. 

Die Zahlen x, y, z heissen die Coordinaten des Vectors U 

in Bezug auf die zu Grunde gelegten Vectoren J, J, K. 

33. Jeder Punkt P kann auf die Form gebracht werden 

F=0 + xI + yJ+zK. 

Die Zahlen x, y, z, die die Coordinaten des Vectors P — 
sind, heissen auch die Coordinaten des Punktes P in dem 
System (0, J, J, K). 
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34. Die Bedingung des Parallelismus zweier Vectoren 
U=xI+yJ+zK und U'= x I + 'yJ + z'K 

besteht darin, dass die entsprechenden Coordinaten der beiden 
Vectoren proportional seien oder dass die drei Determinanten, 

die in der Matrix 

X y 

X y & 

enthalten sind, gleich Null seien. 

Denn wenn TJ nicht Null ist, so muss, falls ü' parallel 
zu TJ ist (25 und 26), eine solche Zahl h existiren, dass 
lJ'=]cU oder dass 

x'I + y'J + zK = Ixl + TcyJ + hzK 

oder auch (31) 

x'=^kx, y'==Jcyj z'^=^hz 

ist. Dies heisst aber, dass die entsprechenden Coordinaten 
proportional sind. 

Wir wollen ferner übereinkommen, einen Vector Null als 
zu jeder Richtung parallel zu betrachten. Wenn dann TJ Null 
ist, so ist Parallelismus vorhanden und die in Betracht kom- 
menden Determinanten sind ebenfalls Null. 

Die Bedingung des Parallelismus wird auch geschrieben: 



X 
X 



z' 



= 1- = _ 

y z ^ 

wobei vorausgesetzt wird, dass, wenn einer der Nenner Null 
ist, diese Schreibweise bedeutet, dass die in Betracht kom- 
menden Determinanten verschwinden. 

36. Die Bedingung der Complanarität dreier Vec- 
toren 

U=xI+yJ + zK, Zr^xI + yJ+z'E, 

U''=x''I+y"J+z''K 
ist: 

X y z 



^ .y. ^ 
ff ff ff 

X y z 



= 0. 



Denn wenn ?7' und TJ" nicht parallel sind, so besteht 
die Bedingung ihrer Complanarität (27 und 28) darin, dass 
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zwei Zahlen V und h" der Art existiren, dass 17= Ä'Z7'+ 1^"U'\ 
oder dass 

ist^ was der obigen Bedingung gleichkommt. 

Wenn ferner TJ' und TJ" parallel sind, so ist die Be- 
dingung der Complanarität erfüllt und die Determinante ist 
ebenfalls Null. 

36. Beispiele, a) Die Coordinaten zweier Punkte P 
und P' sind gegeben, diejenigen des Vectors P' — P zu finden. 

Wenn 

F=0 + xI+yJ+zK und r = O + xI+yJ+0K 
ist, so erhält man: 

P'_P=(a;'-a;)I+(y'-j/)J+(0'-;^)Z-. 

ß) Die Coordinaten zweier Vectoren sind gegeben, die- 
jenigen ihrer Summe und DiflFerenz zu finden. 
Wenn 

U^xI+yJ+zK und r=xI + yJ+z'K 

ist, so erhält man 

r± U={x±x)I+(y'±y)J+{0'±0)K, 

y) Die Coordinaten eines Vectors U und eine Zahl m 
sind gegeben, diejenigen von mU zu finden. Man erhält 

m (xl -}- yJ -\- 0JSI) = mxl + myJ -f- mzK. 

d) Die Coordinaten des Massenmittelpunktes mehrerer 
Punkte Äi, A2, • • • mit gegebenen Coefficienten m^, mg, • • • 
zu finden, wenn die Coordinaten dieser Punkte bekannt sind. 

Wenn 

Ar= + XrI+yrJ+^K 

ist und man unter G den Massenmittelpunkt versteht, so ist 



G = 



2m^ ' 



wobei 2? die Summe der Glieder bezeichnet, die man erhält, 
wenn man r die Werthe 1, 2, • • • beilegt. Substituirt man 
für die Ar die ihnen gleichen Ausdrücke, so findet man 

r r r 
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s) Sagt man, der Punkt 

P=O + xI+yJ+0K 
liege auf der Geraden, die durch den Punkt 

geht und parallel zu dem Yector 

U=aI + hJ+ cK 
ist, so heisst dies, dass P — P^ parallel zu U ist, oder (34) 

a b c ^ 

welches die Gleichungen der durch Pq parallel zu U 
gezogenen Geraden sind, 
g) Sagt man, der Punkt 

P= + xI+yJ+zK 
liege auf der Geraden, die durch die beiden Punkte 
^^0 = + ^+^0^+^0^ «nd P,==O + x,I+y,J + 0,K 
geht, so heisst dies, dass P — Pq parallel zu P^ — Pq ist, 

oder dass: 

X — Xq ^ y — yo . ^ g — gp 

^1 — ^0 2/i — Vo ^1 — ^0 

ist, welches die Gleichungen der durch zwei gegebene 
Punkte gezogQ^nen Geraden sind. 
rf) Sagt man, der Punkt 

P=0 + xI + yJ + zK 

liege in der Ebene, die durch den Punkt 

Po = O + x,I+y,J+0,K 

geht und parallel zu den beiden Vectoren 

U=aI+hJ+cK und U' = aI+h'J+cK 

ist, so heisst dies, dass die Vectoren P — Pq, Z7, LT com- 
planar sind, oder dass 

^ — ^0 y — Vo ^ — ^0 

a h c = 

a c 

ist, welches die Gleichung der durch einen gegebenen 
Punkt parallel zu zwei gegebenen Vectoren gelegten 
Ebene ist. 
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#) Wechsel des Coordinatensystems. Es seien 

(0, j, j; E) und (o; r, j\ k') 

zwei Coordinatensysteme. 

Es seien die Coordinaten eines Punktes P in Bezug auf 
das zweite System 

P=0''\- xr + y V + z'K' 

und die Coordinaten von 0', I', J', K' in Bezug auf das erste 
System 

0'=0 + aI'\-lJ+cK, r = pI+qJ+rK, 

bekannt. Man soll die Coordinaten des Punktes P in Bezug 
auf das erste System berechnen. 

Setzt man in den Ausdruck für P die Werthe von 0', 
T y J\ K' ein und ordnet, so erhält man: 

P=0 + (a+i>^' + i>y+/V)/ + 
+ (c + rx' + ry + r"z)K. 



VI. 

Vectoren in einer festliegenden Ebene. Die Operation i. 

37. Wir handeln hier von Punkten und Vectoren, die 
sich in einer festliegenden Ebene befinden. In dieser Ebene 
bestimmen wir einen positiven Sinn für die Rotationen. (Er 
sei z. B. der entgegengesetzte von demjenigen, in welchem 
sich die Zeiger einer Uhr bewegen.) 

Definition. Ist U ein Vector, so verstehen wir unter 
iU den um einen positiven rechten Winkel gedrehten Vector U. 

38. Macht man mit iU von Neuem die Operation i, so 
erhält man iiU = — Z7, oder i^ = — 1. Die Operation i hat 
daher die Grundeigenschaft der imaginären Einheit 

Ist X eine reelle Zahl, so ist ixü = xiU\ das heisst einen 
Vector U mit einer Zahl x multipliciren und ihn dann um 
einen rechten Winkel rotiren lassen ist dasselbe, wie ihn zu- 
erst um einen rechten Winkel rotiren lassen und ihn dann 
mit X multipliciren. 
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Wenn U und V zwei Vectoren sind, so ist i(Z7+ F) == 
iU+iV. 

39. Unter dem Wort Zahl wollen wir immer eine reelle 
Zahl verstehen. 

Definition. Sind ?7ein Vector und x und y zwei Zahlen, 

so setzen wir: 

{x '\- yi)U'= xU-^- yiU. 

Die Operation x '\- yi heisst ein Complex. Multiplicirt 
man also einen Vector U mit dem Complex x + yi^ so erhält 
man einen neuen Vector der Ebene; derselbe ist die Summe 
von :r 27 parallel zu U und von yi?7 rechtwinklig zu U. 

40. Ist U ein Vector, so bezeichnen wir mit gr U seine 
Länge, das heisst den Abstand zwischen seinen Endpunkten. 
Es ist: gr {UJ) = gr ?7. 

Setzt man F= {x + yi)U, so ist V die Hypotenuse eines 
rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten xTJ und yiUy es 
ist daher: 

gr F = >^a?2+ y^grU, 

cos(C^, F) = -=^, sin (C^,F) = -=%=, 

tang(D;F) = f. 

41. Wenn man sich an die Definitionen von Modulus 
und Argument erinnert, so folgt aus diesen Formeln: 

Lehrsatz. Einen Vector U mit einem Complex x + iy 
multipliciren heisst ihn mit dem Modul multipliciren und um 
das Argument des Complexes rotiren lassen. 

Daher stellt (cos ^ + i sin ^)Z7= ^*Uden um den Winkel t 
gedrehten Vector U vor. 

Ist ein fester Punkt, so giebt + c*''(P — - 0) die Lage 
des Punktes P an, nachdem man ihn um den Winkel t hat 
um rotiren lassen. 

42. Wenn man einem Coordinatensystem einen Vector J, 
dessen Grosse der Maasseinheit gleich ist und den Vector il 
zu Grunde legt, so heissen die Coordinaten Cartesische 
(rechtwinklige) Coordinaten. Der Vector U, in Cartesischen 
Coordinaten x und y ausgedrückt, ist gegeben durch 

D^= (x + yi)I 
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und der Punkt P ist in Gartesiscfaen Coordinaten gegeben durch 

P^O + (x + yi)I. 

43. Wenn der Complex x '\- yi auf die Normalform re" 
reducirt wird, so lässt sich jeder Vector in die Form bringen 

worin r die Länge angiebt und t den Winkel, den er mit 1 
macht und jeder Punkt in die Form F =s -{- re^^L 

Die Zahlen r und t heissen die Polarcoordinaten des 
Punktes P. 

44. Beispiele, a) Wenn man einen Vector /zuerst 
um einen Winkel a und dann um einen Winkel ß rotiren 
lässt, so hat er um den Winkel « + /3 rotirt, folglich ist 

(cos jS + i sin ß) (cos a + i sin a) = cos (« -f /3) + * sin (a + /J). 

Setzt man die reellen Theile und die Coefficienten von i 
gesondert gleich, so erhält man den Beweis der trigonometri- 
schen Formeln für die Addition der Bogen. 

ß) Ein Punkt P wird um den Winkel t um einen Punkt A 
gedreht und dann um den Winkel — t um einen Punkt JB; 
die schliessliche Lage von P zu finden. 

Nach der ersten Drehung (Nummer 41) befindet sich der 

Punkt in: 

P^ = ^ + e«(p_^). 

nach der zweiten in: 

Setzt man für P^ seinen Werth und reducirt, so kommt: 

P,=-P+(l^c-0(B-^), 
das heisst der Punkt P hat eine Translation erfahren, die 
durch den Vector 

(1 — e-«) (P — ^) = P + e-« (A-B) — A 

dargestellt wird; den Anfang dieses Vectors kann man in A 
annehmen, sein Ende befindet sich dann in 

P-f e-»'(^-P), 

das heisst da, wohin der Punkt A kommt, wenn er um P um 
den Winkel — t rotirt. 

y) Der Punkt P^ = -f- e (P -r 0) giebt die Lage des 
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Punktes P an, nachdem er um um den Winkel 1 rotirt ist 
(Nr. 41), das heisst, nachdem er einen dem Iladius gleichen 
Bogen beschrieben hat. Es lässt sich dies leicht durch An- 
näherung construiren. Es ist nämlich 

P,= 0+(l+i + g + |^ + ...)(P-0). 

Man setze also P' = P'\'i(P — 0), das heisst, man füge 
dem Punkt P den Vector 'P — um einen rechten Winkel 

gedreht hinzu; dann P"== P' + — (P' — P), das heisst, man 

füge zu P' den um einen rechten Winkel gedrehten und durch 2 

dividirten Vector P' - P; dann P"' = P" + j {F' — P') , 

das heisst, man füge zu P" den um einen rechten Winkel 
gedrehten und durch 3 dividirten Vector P" — P'j dann 

pir ^ p'- ^ ^ ^p''' _ p^^^ und so weiter. Die Punkte 0, 

P, P', P", P"'; . . . sind die Eckpunkte einer spiralförmigen 
gebrochenen Linie und nähern sich rasch dem gesuchten 
Punkt Pi. 

d) Die Cartesischen Coordinaten eines Vectors sind ge- 
geben; seine Länge zu berechnen.. Nach Nr. 40 ist unter der 
Annahme gr J«« 1, 

gr (x + iy) / = mod (x + iy) = Yx^ + y^ . 

Die Cartesischen Coordinaten zweier Punkte 

P=0 + (x + iy)I, P'^O + ix'+iy")! 

sind gegeben; ihren Abstand zu berechnen. Man erhält: 

gr (F-P) = gr[(a;' - x) + {y'-y)i]l = 

="K(^'-*)* + (y'-y)^ 

e) Die Coordinaten eines Vectors 

U= (x + iy)I 
sind gegeben, diejenigen von iU zu finden. Es ist: 

iU= ( — y + xi)I. 

V 
§) Sind U und V zwei Vectoren, so kann man unter yr 

denjenigen Complex x + iy verstehen, welcher mit U multi- 

PeanOf Grundzüge des geometrischen Galcnls. 2 
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plicirt V giebt. Man erhält mod -^ = ^-^ und das Argument 

V ^ 

von r=. ist der Winkel ?7, F. 

12) Die Cartesischen Coordinaten zweier Vectoren 

U=(x + iy)I, r=(x+iy)I 

sind gegeben; den Winkel a, den sie mit einander machen, zu 
bestimmen. Setzt man 



r = gr J7= ]/a;2+ y^ und r' = gr F= Yx'' + y'^, 
so ist . 



oder 



V r' 

— = — (cos a + i sin a) (vergl. Nr. 41) 



— ;^ = — (cos a -f- z sm tt), 

woraus man, wenn man die linke Seite auf die gewöhnliche 
Form bringt, cos a und sin a erhält. 

d) Wechsel der Cartesischen Coordinaten. Es seien 
(0, /) die ursprünglich zu Grunde gelegten Elemente und 
(0', I') die neuen. Es sei ferner 0'= -{- (a -{- h{)I und 
r = e««J. Wenn dann 

p=o' + {x+ iy) r 

in Bezug auf das neue System x und y' zu Coordinaten hat, 
so ist, wenn man substituirt und entwickelt: 

P^'^O'^- Ua + a?'cosa — j/'sina) + (6 + ^'sina + y'cos«)il J. 

Die Grössen innerhalb der Klammer ( ) sind die Coordi- 
naten von P im ursprünglichen System. 

v) Sind A, B, (7, Ä\ B\ C Punkte in der Ebene, so be- 
deutet die Gleichung 

dass die Dreiecke ABC und ÄB'C in demselben Sinne 
einander ähnlich sind. 

Ti) Die Punkte A, B, Ä, B' sind gegeben; G derart zu 
bestimmen, dass die Dreiecke GAB und GAB' in demselben 
Sinne einander ähnlich sind. Setzt man in der Gleichung 

C—Ä _ G — A' 
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C— Ä'= (C — Ä) + (Ä — Ä'), SO erhält man eine Glei- 
chung ersten Grades für C — Ä, die aufgelöst den gesuchten 
Punkt C liefert. 



VII. 

Product zweier Vectoren. 

46. Definition. Das Product der Längen zweier Vec- 
toren U und V mit dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels 
heisst das (innere oder geometrische) Product dieser Vectoren 
und wird mit U X V bezeichnet: 

Ux r= gr Ux gr Fcos (U, V). 

Daraus folgt: 

a) Das Product zweier parallelen und in demselben Sinn 
gerichteten Vectoren ist dem Product ihrer Längen gleich. 

ß) Das Product Ux U, das wir mit ü^ bezeichnen, ist 
gleich (gr Uy, 

y) Das Product zweier parallelen und in entgegengesetztem 
Sinn gerichteten Vectoren ist dem mit dem negativen Vor- 
zeichen versehenen Product ihrer Längen gleich. 

8) Das Product ?7 X F ist dem Product von U mit der 
rechtwinkligen Projection von F auf U gleich. 

s) Die Bedingung dafür, dass zwei Vectoren U und F 
rechtwinklig zu einander seien, ist Z7xF=0. 

Q Es ist Z7 X F = F X C, das heisst, das geometrische 
Product zweier Vectoren hat die commutative Eigenschaft. 

ri) Wenn m eine (reelle) Zahl ist, so ist: 

(mü) X r = m(U XV), 

das heisst, wenn in dem Product zweier Vectoren ein Factor 
mit einer Zahl multiplicirt wird, so wird das Product mit 
dieser Zahl multiplicirt. 

^) Sind U,V,W Vectoren, so ist: 

{U+ F)TF== Ux TF-f Fx TF, 

was die associative Eigenschaft der Multiplication in Bezug 
auf die Addition feststellt. Diese Eigenschaft ist selbstver- 
ständlich, wenn die Vectoren parallel zu einander sind. Für 
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den allgemeinen Fall seien TT und F' die Projectionen von 
U und V auf TT; die Projection von ?7 + F ist Z7' + F'; daher 

(?7'+ r) X TF= ?7'x TF+ F'x TF. 
Daraus und aus S) erhält man die Formel, die zu beweisen war. 



VIII. 

Caxtesisohe Coordinaten. 

46. Wenn man die zu Grunde gelegten Vectoren I, J, K 
der Maasseinheit gleich und zu je zweien rechtwinklig zu ein- 
ander annimmt, so heisst das Coordinatensystem ein Carte- 
sisches (rechtwinkliges). Man hat dann: 

P=J^=K^=1^ IxJ=IxK=^JxK=0. 

a) Die Coordinaten zweier Vectoren sind gegeben; ihr 
geometrisches Product zu berechnen. 

Ist U=xI+yJ+0K und F == xl + y'J + ^'Z, so 
erhält man, wenn man multiplicirt und den Regeln f), rf), #) 
sowie den vorstehenden Voraussetzungen Rechnung trägt: 

Ux V=xx' + yy' + 00'. 

ß) Die Bedingung dafür, dass zwei Vectoren rechtwinklig 
zu einander seien, ist Z7x F = 0, oder xx' + yy' + 00'= 0, 

y) Die Coordinaten eines Vectors sind gegeben; seine 
Länge zu berechnen. Ist U= xl -}- yJ -^^ zK, so hat man 



und daraus gr C = Yx^ + J/^ + ^* 

d) Die Coordinaten zweier Vectoren sind gegeben; den 
Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels zu berechnen. 
Setzt man in der Formel ?7x F =» gr ?7x gr Fx cos (Z7,F) 
für ?7x F und gr U und gr F ihre Werthe aus a) und y), so 
erhält man 

cos m V) = / a><c' + y y' + zz' 

47. Beispiele, a) Wenn man sagt, dass der Punkt 
t = -^ xl -\- yJ-\- eK in der Ebene liegt, die durch den 
Punkt 

Po = + V + j'oJ' + ^o-s: 
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geht und senkrecht zu dem Vector 

ist, so heisst dies, dass P — Pq senkrecht zu IT ist oder (46, ß) 

(P-P,)XU=0, 
oder auch 

(x - XQ)a + (y — yo)i + (^ — ^o)^ = 0. 

Es ist dies unter der einen oder anderen Form die Gleichung 
der Ebene, die durch den Punkt Pq geht und normal zum 
Vector U ist. 

ß) Jede Gleichung ax -{- hy -{- C0 -{- d = stellt, voraus- 
gesetzt, dass a^ + &^ + c^ .= ist, eine zum Vector 

al+bJ+cK 

normale Ebene dar, weil sie sich mit der Gleichung in a 
identificiren lässt. 

y) Die Bedingung für den Parallelismus der Ebene 

aa? + 6y + c^ + rf = 

mit dem Vector F= ZJ+ w«7+ w-ff" ist dieselbe wie die- 
jenige, dass der Vector ü = al -j^hJ -\- cK senkrecht zu 

V sei: 

al -j- bm -{- cn = 0. 

Die Bedingung dafür, dass die genannte Ebene senkrecht 

zu V sei, ist dieselbe, wie diejenige für den Parallelismus der 

Vectoren U und F, das ist: 

l tn w 

a h c 

d) Die Bedingung dafür, dass zwei Ebenen 

^OJ + 6j/ + CjSf -f- d = 0, ax + b'y + c';sf + d' = 

senkrecht aufeinander stehen, ist dieselbe wie diejenige, dass 
die zu ihnen normalen Vectoren 

al+bJ+cK und a'i + ft'J+c'Z 

senkrecht zu einander seien, oder: 

aa'-f- 6&'+ cc = 0. 

Die Bedingung für den Parallelismus ist analog: 

a b c 

a' &' c' 

Der Cosinus des Winkels, den die beiden Ebenen mit 
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einander machen^ ist demjenigen des Winkels^ den die zu den 
Ebenen normalen Vectoren bilden, gleich und daher durch 
die Formel Nummer 46, 8) gegeben. 

s) Es seien -4, B, G Punkte. Die Identität 

£ - ^ = (JS - C) - (^ - C), 

in's Quadrat erhoben, giebt: 

{B ~ Ay= (B - Gy+ {Ä - C)2- 2(B — C)X (^-0), 

das heisst: In einem beliebigen Dreieck ist das Quadrat über 
einer Seite der Summe der Quadrate über den beiden anderen 
Seiten weniger dem doppelten Product derselben mit dem 
Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels gleich. 

5) Sind Ay Bj (7, D vier beliebige Punkte, so ist: 

(Ä^B)x(C-D)+(b — C)x(Ä—D)+{C—Ä)x (B ^D) =0. 

rf) Sind J., J5, C die Eckpunkte eines Dreiecks und ist D 
der Durchschnittspunkt der von C auf AB und von A auf 
BC herabgelassenen Höhen, so ist {A — JS) X ((7 — D) = 
und (JB — C) X (4 — D) = 0, folglich auch nach g) 

{G-Ä)x(B — D) = 0', 

das heisst: der Punkt D liegt auch in der dritten Höhenlinie. 

In einem Dreieck gehen daher die drei Höhen durch 
denselben Punkt. 

#) Wenn in einem Tetraeder ABGB die gegenüber- 
liegenden Kanten AB und CD, sowie BC und AD recht- 
winklig zu einander sind, so sind es auch die Kanten AG 
und BD. Folgt aus g). 

v) Die Gleichung der Kugel vom Centrum C und Radius r 
lässt sich (P — Cy = r^ schreiben. 



IX. 

Linien. 

48. Wenn ein Punkt P als Function einer numerischen 
Variabein, t gegeben ist, so beschreibt der Punkt beim Variiren 
der letzteren einen geometrischen Ort (Linie). 
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a) Sind ein Punkt Ä und ein Vector I gegeben, so be- 
sehreibt der Punkt P=-4 + -^^ clie Gerade, die durch Ä 
geht und zu I parallel ist. 

ß) Der Punkt P = -{' r&% worin ein fester Punki^ 
I ein seiner Grösse nach der Einheit gleicher Vector, r eine 
positive Constante ist, beschreibt bei dem Yariiren von t den 
Umfang eines Kreises, dessen Centrum und Radius r ist. 

y) Der Punkt P «= + 7^ + Jt^, worin ein gegebener 
Punkt und I und J zwei beliebige Vectoren sind, beschreibt 
eine Parabel, die durch geht, Ol berührt und deren 
Durchmesser parallel zu J sind. 

d) Der Punkt P=^ -\- (aco8t -{- ib sin t) J, worin 
ein fester Punkt, I ein der Grösse nach der Einheit gleicher 
Yector und a und b zwei positive Constanten sind, das heisst 
also der Punkt von den Cartesischen Coordinaten a cos t und 
bsint, beschreibt bei dem Yariiren von t die Ellipse, deren 
Centrum C ist und deren Halbaxen a und b wie I und il 
gerichtet sind. 

Weil femer 

cos t = — ^2 , sm ^ = —. 

ist, so erhält man durch Substitution auch: 

e) Der Punkt P= O + Äe** -}- Ber**, worin ein fester 
Punkt ist und Ä und B zwei beliebige Yectoren, beschreibt 
immer eine Ellipse. Denn I sei ein Yector, der der Grösse 
nach der Maasseinheit gleich ist und die Richtung der Hai- 
birungslinie des Winkels {Ä, B) hat. Setzt man gr -4 = a, 
gr B = 6 und 2a = Winkel {Ä, B), so ist: 

A = ae""!, B = 6e^»«7 

und man erhält durch Substitution 

p = Ö + [ae'('+«> + 6e- »■('+«)] J, 

die sich mit der Gleichung in d) identificiren lässt, wenn 

man a, &, ^ + cc an die Stelle von T^ , ^"7 , ^ setzt 

g) Der Punkt P=^ + tI+jJ, worin ein Punki^ 
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I und J zwei Vectoren sind, beschreibt eine Hyperbel vom 
Centrum und den Asymptoten Ol und OJ, 

ri) Die Punkte + c<«+»)% + te*I, O + ^e'^Ibe- 

schreiben die logarithmische Spirale, diejenige des Archi- 
medes und die hyperbolische. 

d) Die Cycloide ist die Curve, die von einem Punkt der 
Ebene eines beweglichen Kreises auf einer festen Ebene be- 
schrieben wird, wenn der Kreis auf einer festen Geraden rollt. 

Es sei P der Punkt, welcher die Cycloide beschreibt, C der 
Mittelpunkt des Kreises, h der Abstand von P und C, r der 
Radius des Kreises, M der Berührungspunkt des Kreises und 
der Geraden, I ein Vector, der parallel zur Geraden und dessen 
Länge der Einheit gleich ist. £s sei ferner die Lage des 
Punktes Jf , wenn P — C die Richtung und den Sinn von 
— il hat. Nehmen wir an, die Rotation erfolge in negativem 
Sinn (in demselben Sinn, wie die Zeiger einer Uhr) und — t 
wäre der Rotationswinkel. Es ist dann 

M—0 = rtI, C—M=ril, P—G = — he-'HI, 

woraus man 

p=0 + rtl+ ril — he-'HI 
erhält. 

Versteht man unter x und y die Coordinaten von P, das 

heisst die Coefficienten von I und i J, so ist 

X ==s rt' — Ä sin ^, y = t — h cos t 

Man unterscheidet verkürzte (Ä < r) und verlängerte 
(h > r) Cycloiden, die man auch als Trochoiden den eigent- 
lichen Cycloiden (h = r) gegenüberstellt. 

Für die eigentliche Cycloide ist 

p=0 + r[^ + i(l— e-'*)] J. 

*) Die (eigentliche) Epicycloide ist die Curve, die von 
einem Punkt des Umfangs eines beweglichen Kreises, der auf 
einem festen Kreis rollt, beschrieben wird. 

Es sei P der Punkt, der die Curve beschreibt, und C 
seien die Mittelpunkte des beweglichen und des unbeweglichen 
Kreises, JB und r ihre bez. Radien, M ihr Berührungspunkt. 
Nachdem der Punkt P eine Bewegung gemacht hat, befindet 
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er sich noch auf der Peripherie (0, JB); diese specielle Lage 
von P, nachdem P sich bewegt hat, sei + BI] t sei der 
Winkel, den M — mit I macht. Alsdann ist: 

M=0 + R^*I, C=-M+r^*L 

Die Länge der Bogen der beiden Peripherien, die während 
der Bewegung von P in Berührung mit einander waren, ist 

Bt, der Winkel, den P — G mit M — C macht, also —t, 
woraus man 

erhält und durch Substitution 

x) Die Schraubenlinie. Es seien 0, J, «7, K die zu 
Grunde gelegten Elemente in Cartesischen Goordinaten. i heisse 
die Operation (Nr. 37), die mit den Vectoren der Ebene OIJ 
ausgeführt, sie um einen positiven rechten Winkel rotiren 
lässt, das heisst von I nach J, so dass J=^iL Der Punkt 

P= + re'I+htK 

beschreibt beim Variiren des t die Schraubenlinie, die auf 
einem Gy linder liegt, dessen Badiusr ist, und deren Ganghohe 
durch 2% dividirt h ist. 



X. 

Die Derivirten. 



49. Wir betrachten jetzt variable Dinge irgend einer Art, 
die Functionen von Dingen einer anderen Art sind. 

So ist ein Gebilde S die Function einer variablen Zahl ty 
wenn dadurch, dass t gegeben ist, 8 bestimmt ist. 

Sind S und Sq zwei F, von denen das erste veränderlich, 
das zweite unveränderlich ist, so ist lim S = 8q, wenn stets 
lim SFQB = SqPQB ist, man mag die drei Punkte PQB 
wählen, wie man will. Diese Definition ist derjenigen in den 
Nummern 10 und 11 analog. Daraus geht sofort hervor, dass 
ein variabler Punkt zur Grenzlage einen festen Punkt hat, 
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wenn ihr Abstand der Null zustrebt und dass ein Vector Null 
zum Grenzwerth hat, wenn seine Grösse der Null zustrebt. 

60. Wenn f{t) ein Ding irgend einer Art als Function 
der Variablen t darstellt, so setzen wir, indem wir die ge- 
wöhnliche Definition der Derivirten ausdehnen: 

m 






Damit diese Definition anwendbar sei, ist es nöthig, dass 
die angegebenen Operationen, das heisst, die Differenz 

f(t + Ä) - m, 

die Division dieser Differenz durch die Zahl h und der Über- 
gang zur Grenze in Bezug auf die in Betracht gezogenen 
Dinge definirt sind. Diese Bedingungen sind für die F erfüllt, 
für sie ist also die Derivirte definirt. Die Derivirte eines 
Vectors ist wieder ein Vector und die Derivirte eines Punktes 
ist ein Vector. Nachdem die erste Derivirte definirt ist, lassen 
sich auch die gewöhnlichen Definitionen der successiven Deri- 
virten und der unbestimmten und bestimmten Integrale erweitem. 
51. Die bekannten Begeln der Differentiation behalten 
ihre Geltung. Sind S, 5" variable Bildungen und ist x eine 
variable Zahl, so hat man 

d{S + S') = dS + dS\ d(xS) = xd8 + Sdx 

etc. 
Wenn die zu Grunde gelegten Elemente (0, /, J, K) un- 
veränderlich sind und wenn U = xl -{- yJ -{-- zK, worin die 
Coordinaten veränderlich sind, so erhält man durch Differen- 
tiation: 

lii ~ ~di '^ 'dt 1:1 

dt"" df ' df dt"" 

Differentiirt man P =^ -{- xl •-{' yJ -^ 0K, so erhält man: 

dP dx j _\dy j \äz ^ 

'dt~~dt'^~di'^'^'di' 

Wenn die Veränderliche t Zeit genannt wird, so heisst 

dP d^P 

-^ Geschwindigkeit und -ir^ Beschleunigung. 
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Ist f{{) ein F, dessen erste Derivirte stetig ist, so ist: 

das heisst, die Derivirte ist der Grenzwerth des Verhältnisses 
zwischen dem Zuwachs der Function und demjenigen der 
Variablen, wobei man die beiden der Variablen gegebenen 
Werthe sich ändern lässt. Es reicht in der That hin mit 
einem beliebigen Dreieck zu multipliciren, um auf einen be- 
kannten Satz der Änaljsis zu kommen. 



XL 

Tangente au eine Curve. Bogendifferential. 



62. Lehrsatz. Wenn die Derivirte des beweglichen 
dt 



d'P 
Punktes P: -jt- nicht Null ist, so hat die Tangente an die von 



d'P 
P beschriebene Linie die Richtung von -rr* 

Denn giebt man t einen Zuwachs h und nennt P^ die 
neue Lage des Punktes, so ist die Tangente in P= lim der 
Geraden ^^^ = lim der Geraden (P, P^ — P) == lim der Ge- 
raden (P, ^-^ — ) = der Geraden (P, -^y 

d'P 
Wenn -^ stetig und nicht Null ist, so ist die Tangente 

jn P auch der Grenzwerth der Verbindungslinie zweier Punkte 

der Curve Pj und Pg, die P zustreben. Denn auch in diesem 

P P ^p 

Fall hat der Vector -^ —^ zum Grenzwerth -jr-* 

fj — \ Ott 

dP 
63. Lehrsatz. Wenn -^j stetig und nicht Null ist, so 

hat das Verhältniss zwischen dem unendlich kleinen Bogen ds 
und dem entsprechenden Zuwachs dt den Werth: 

ds dP 

dt'^^^ dt ' 

Denn es seien P^ und P^ zwei Punkte des Bogens, die 
den Werthen t^ und ^2 > ^1 ^^^ ^ entsprechen. Man setze 
St = t^ — t^ und ds = Bogen PiP^t dann ist: 

^ = lim - = lim ^^g^^ ^^ ^^ X lim ^ebnefifi 
dt ^^^ St "^ Sehne P^P, ^ "°^ dt 
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Nun ist nach der Yoraussetzang 

. Bogen P. J>, 
und '^^ Sehne P,P. 

,. Sehne P.P, ,. gr(P, — P,) ,. P»— Pi dP 

woraus man die zu beweisende Formel erhält 

64. Beispiele, a) Die Gleichungen der Tangente an die 

vom Punkt P =^ -{- xl -{- yJ + zK beschriebene Curve, 

oder die Gleichungen der Geraden, die durch den Punkt P 

geht und dem Vector dP = dxl -{- dyJ -{- dzK parallel ist, 

sind (Nr. 36, s), wenn man unter X, Y, Z die Coordinaten 

eines Punktes der Tangente versteht: 

X — x Y--y Z-z 
dx dy dz 

ß) Ist M ein Punkt der Noxmalebene, so ist 

(M—P)xdP=0 
oder in Cartesischen Coordinaten ist 

{X^x)dx + (r— y)dy + (^ — z)dz = 

die Gleichung der Normalebene. 

y) Wenn der Punkt P sich in einer festliegenden Ebene 

dP 
bewegt, so hat der Vector i-jr die Richtung der Normalen 

zu der von P beschriebenen Linie. 

ö) In Cartesischen Coordinaten ist 

ds = gTdP = ydcF+df~+d?. 

s) Es seien r und t die Polarcoordinaten eines Punktes 
in der Ebene P = •-{' re**I und r möge eine Function von t 
sein; der Punkt P beschreibt eine Curve. 

Setzt man r'= tt, so ist: 

dt' 



dt 
d 
dt 



dP 
Der Winkel, den -73- mit dem Radius vector e**I macht, 
' dt ' 

hat daher zum Cosinus . Sinus , und zur 

Tangente -t-« 
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Es ist ferner 

^ = gr -^ = mod {r + ri) = Yr'^ + r«. 

f) Die Cycloide. Behält man die Bezeichnungen in 
Nr. 48^ d' bei; so hat man 

dP 
dt 
und mithin 

. dP 



rl—he-^'I 



. ^^ = ril - Äe-»'ii = F— M. 

dP 
Daraus folgt, dass die Normale i -^ zur Cycloide durch 

den Berührungspunkt des Kreises mit der festen Geraden geht. 
Es ist 

^ = gr -^ = mod (r — her**) = Yr^ + Ä^ + 2rh cos t 

Die Berechnung von s führt auf elliptische Integrale, es 
sei denn r = h (eigentliche Cycloide). 



XII. 

Der Taylor'sohe Satz. 

65. Lehrsatz. Ist die Function f(t) der numerischen 
Variablen t ein F, dessen aufeinanderfolgende Derivirten bis 
zur w*®^ für den in Betracht gezogenen Werth von t existiren, 
so ist 

worin k ein mit h unendlich Kleines F ist. 

Denn, man multiplicire die beiden Seiten mit einem be- 
liebigen Dreieck PQB. Setzt man <p(t) = f(t)PQRy oder 
besser noch, bezeichnet man mit g)(t) die Zahl, die dieses 
Volumen misst, so erhält man 

und daraus 

q,(t + h) = q,(t) + h<p'({) + • • • + ^ [^^"'(O + JcPQRl 

Wir wollen annehmen, der Taylor'sche Satz sei für nu- 
merische Functionen bewiesen; ist dann q)(t) eine numerische 
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Function von t, so ist lim JcPQR ^= 0, Wie man also auch 

Ä = 

das Dreieck PQR annehmen mag, das Volumen JcPQR hat 
zum Grenzwerth Null, daher ist (Nr. 49) lim Je = 0. 



XIII. 

Sohmiegnngsebene; Krümmung. 

56. Lehrsatz. Wenn die Derivirten P' und P" des 
Punktes P einer Function von t nicht parallel sind, so ent- 
hält die Schmiegungsebene der von P beschriebenen Curve 
die Richtungen dieser beiden Derivirten. 

Denn giebt man t einen Zuwachs h und nennt P^ die 
neue Lage des Punktes P, so hat man 

worin k ein mit h unendlich kleiner Vector ist. Die durch P, 
durch die Tangente in diesem Punkt und durch P^ gelegte 
Ebene enthält also P, P' und den Vector P" + h Geht man 
zur Grenze über, so ist die Schmiegungsebene die Ebene 
PP'P'\ 

Ist P = + a?2 + j/ «7 + 0Kf so ist die Gleichung der 
Schmiegungsebene, das heisst der Ebene, welche P und die 
beiden Vectoren dP und cPP enthält (Nr. 36): 

X — x Y—y Z—ü 

dx dy dz = 0. 

d^x d^y , d^g 

67. P sei ein mit der Aenderung des t beweglicher Punkt, 

d8 dP 

Wenn t Zeit genannt wird, so ist die Zahl v der absolute 
Werth der Geschwindigkeit. 

Es sei ferner T ein Vector, der seiner Grosse nach der 
Maasseinheit gleich ist und wie P', das heisst, wie die Tangente 
gerichtet ist. Man hat: T^ = 1 und P'=vT, woraus man 
durch Dififerentiiren Tx T = und P" ^ v' T + vT' erhält. 
Die erste Gleichung besagt, dass T' rechtwinklig zu T, das 
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heisst, zur Tangente ist; die zweite, dass T' in der Ebene P"T, 
das heisst, der Schmiegungsebene liegt. 

T ist daher ein Vector, der die Richtung der Haupt- 
normalen hat. 

58. Um das Aenderungsgesetz von T besser erkennen 
zu können, lege man nach Belieben den Punkt fest und 
ziehe den Punkt n = -\- T in Betracht. Er beschreibt auf 
der Kugel, die aus dem Centrum mit dem Radius 1 be- 
schrieben ist, eine Curve, die der sphärische Indicator der 
gegebenen Curve heissen möge. Da d% =^ dT^ so ist die 
Tangente an den Indicator parallel zur Hauptnormalen. 

Unter der Krümmung der von P beschriebenen Curve 
versteht man das Yerhältniss des unendlich kleinen Bogens d6 
des sphärischen Indicators zu dem entsprechenden Bogen ds 

der gegebenen Curve. Bezeichnet man die Krümmung mit -, 

so ist: 

1 da gr die 1 rr' 

ds ds V ^ 



und daher 






Es sei JV" ein Vector, der die Richtung von T', also der 
Hauptnormalen hat und der Grösse nach der Maasseinheit 
gleich ist. Man hat dann 

Setzt man diesen Werth in die Gleichung: 
so erhält man 

Q 

Diese Relation besagt, dass die zweite Derivirte von P 
(die Beschleunigung von P) die Summe zweier Vectoren ist, 
von denen der erste v'T die Richtung der Tangente hat und 
durch v' gemessen wird und der zweite die Richtung der 

V* 

Hauptnormalen hat und durch — gemessen wird. 
69. Für ebene Curven ist N= + iTf daher 

P"=l(^;' + H!i)p'. 
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Wenn man den Bogen s zur unabhängig Variablen nimmt, 

so ist V = 1, t?'= 0, daher 

d^P ^ . 1 .dP 
ds* — Q ds 



XIV. 

Berührungsebene an eine Fläche. 

60. Wenn die Lage des Punktes P von zwei numerischen 
Variablen abhängt, so beschreibt der Punkt bei der Aenderung 
derselben eine Fläche. So beschreibt der Punkt 

worin ein Punkt und I und J zwei nicht parallele Vectoren 
sind, bei der Aenderung von x und y die Ebene OIJ. 

Berührungsebene an eine Fläche im Punkte P heisst 
die Ebene 11, die durch P geht und der Art ist, dass, wenn 
man auf der Fläche einen zweiten Punkt Pj nimmt, der 
Winkel, den die Gerade PP^^ mit 77 macht, bei der Annäherung 
von Pi an P der Null zustrebt. 

61. Lehrsatz. Wenn in Bezug auf den Punkt P, einer 
Function der beiden numerischen Variablen u und v, die par- 

tiellen Derivirten ^— und -^ stetig und nicht parallel sind, 

so ist die Ebene 

pdP dP 
du dv 
die Berührungsebene. 

Denn wenn man den Variablen die Zuwächse 8u und dv 

giebt und die neue Lage des Punktes P + 8P nennt, so ist 

*^=(ll + «)*« + (11 + ^)'^^' 

worin a und ß Vectoren sind, die mit 8u und 8v unendlich 
klein werden. 

Diese Kelation wird in der Analysis für numerische Func- 
tionen bewiesen und lässt sich leicht auf die F ausdehnen. 

Es geht aus ihr hervor, dass der Vector dP, der den Punkt P 

dP 

mit einem zweiten Punkt der Fläche verbindet, mit ^ \- a 

' öu • 
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und -^ 1- ß complanar ist. Lässt man du und dv der Null 

zustreben, so strebt auch der Winkel, den die Ebene 

mit der Ebene 

pdPdP 

du dv 

macht, der Null zu. um so mehr thut dies auch der Winkel, 
den die in der ersten Ebene liegende Gerade P{JP -^ 8F) mit 
der zweiten Ebene macht. Diese letztere ist daher die ge- 
suchte Ebene. 



XV. 

Differentialparameter. 

62. Es sei P ein Punkt mit den Cartesischen (recht- 
winkligen) Goordinaten x, y^ 0, und u sei eine numerische 
Function von x, y, ^, deren partielle Derivirten erster Ord- 
nung stetig sind. Es ist dann u eine numerische Function 
der Lage von P. 

Wir nennen Differentialparameter (der ersten Ord- 
nung) von u und bezeichnen mit Vt* den Vector: 

— duj . du -r t du jp. 

ox * cy * oz 

63. Die wichtigsten Regeln zur Ermittelung des Diffe- 
rentialparameters einer geometrischen Function sind die fol- 
genden: 

a) Wenn r den Abstand des veränderlichen Punktes P 
von dem festen Punkt A bedeutet, so ist, unter der Voraus- 
setzung, dass r>0, V^ = , das heisst Vr ist ein von 

Ä nach P gerichteter Vector, dessen Länge der Maasseinheit 
gleich ist. 

Denn setzt man 

P=O + xI+yJ + 0K 

und 

A^O + al + bJ+cK, 

so ist: 

Peano, Gmndzüge des geometrischen Calcnls. 3 
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Vr = '7Vix- ay+ (y — 6)«+ (g - c)^ = 

Wenn r = ist, so existirt der Differentialparameter nicht. 

ß) Ist r der Abstand des veränderlichen Punktes P von 
einer festen Geraden oder einer festen Ebene, so ist Vr ein 
zu der Geraden oder der Ebene rechtwinkliger Vector, der 
nach dem Punkt P gerichtet ist und dessen Länge der Maass- 
einheit gleich ist. 

Denn, es sei Ä der Fusspunkt des von P auf die Gerade 
oder Ebene gefällten Lothes. Ä ist dann mit P veränderlich 
und man hat, wenn man die obigen Bezeichnungen beibehält: 

Doch der Vector 

dx dx r. dx ' dx 

liegt in der gegebenen Geraden oder Ebene und ist daher 
normal zu P — Ä] daher ist der innerhalb der Klammer [] 

stehende Ausdruck, der gleich y- X (P — Ä) ist. Null und 

^ = , wie wenn A festliegend wäre. Analog ist es mit 

dr ^ dr 
^— und Ö-- 

y) Wenn u = /*(wi, W2? ' ' * **«)» worin w^, W2; • * * ^n nume- 
rische Functionen der Lage von P sind, so ist: 

Vw = 1^ V Wi + 1^ VW2H h 1^ Vi«« . ' 

Denn es ist 

du df du^ , ■ . ^f ^w« 
dx dui dx * ' du^ dx 

und analog 0— und «— . Setzt man diese Werthe in die De- 
finition von Vw, so erhält man die zu beweisende Formel. 

So ist es z. B., wenn man den Differentialparameter einer 
beliebigen analytischen Function der Abstände des Punktes P 
von festen Punkten, Geraden und Ebenen zu ermitteln hat. 
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64* Die Einfahrung des Differentialparameters erlaubt in 
I einfacher Form die Sätze der Analysis aufzustellen, in denen 

I die Derivirten von u auftreten. 

a) Wenn u constant ist, hat man Vw = und umgekehrt. 

Denn dies heisst: Wenn u constant ist, ist 

du du du ^ 

dx dy dz 
und umgekehrt. 

ß) Wenn u für eine Lage von P ein Maximum oder Mini- 
mum ist, so ist Vm == 0. 

Denn aus der Voraussetzung ergiebt sich 

du du du f^ j -i •-, -^ 

^- = ^- = -^ = 0, daher Vw == 0. 

dx oy oz ' 

y) Giebt man P eine Verschiebung dP, so ist 

8u = (Vm + 0) X 8P, 

worin ein Vector ist, der mit SP unendlich klein wird. 
Denn man hat 

worin a, ß, y Zahlen sind, die mit dP unendlich klein werden. 
Setzt man dann Q^ =^ al '■\' /3c7+ yK^ so erhält man die zu 
beweisende Formel. 

Diese charakteristische Eigenschaft von Vm könnte auch 
als Definition benutzt werden. 

S) Die Normale an (Jen Ort der Punkte, für die u con- 
stant ist^ hat die Richtung von Vt^, vorausgesetzt dass dieser 
Vector nicht Null ist. 

Denn es seien P und T '\- 8T zwei Punkte des Ortes; 
dann ist 8u = 0; daher nach y) (Vw + ®) X dP== 0, das 
heisst, ÖF ist normal zu Vw + 6>. Lässt man dP der Null 
zustreben, so ist lim @ = 0; daher ist der Winkel, den dP 
mit Vit macht, in der Grenze ein rechter Winkel, das heisst 
Vw hat die Richtung der Normalen. 

66, Beispiele, a) Es seien r^, r^, • • •, r„ die Abstände 
des Punktes P von mehreren festen Punkten. Es ist dann 

Daraus folgt: 

3* 
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Die Normale an den Ort eines Punktes^ für den die 
Summe der Abstände von mehreren festen Punkten constant 
ist, hat die Richtung der Resultanten von ebensovielen Vec- 
toren, die von P nach den festen Punkten gerichtet und 
einander gleich sind. 

Damit die einer Lage von P entsprechende Summe dieser 
Abstände ein Minimum sei^ ist es nöthig, dass die Summe 
dieser Vectoren Null ist, das heisst, dass der Punkt unter der 
Einwirkung von n einander gleichen und nach den gegebenen 
Punkten gerichteten Kräften sich im Gleichgewicht befinde. 

In der Summe ^i + ^g + • • • kann man den Abstanden 
numerische Coefficienten beilegen. Zieht man statt fester 
Punkte feste Gerade oder festliegende Ebenen in Betracht, so 
erhält man ähnliche Sätze. 

ß) Es ist V(rir2) = ^iV^a + ^aV^j. Wenn daher P ein 
Punkt der Curve ist, für welche r^r^ = Constante ist (Lemnis- 
cate), so ziehe man von P aus in der Richtung von r^ einen 
Vector von der Länge r^ und in der Richtung von r^ einen 
Vector von der Länge rg, die Summe der beiden Vectoren ist 
normal zu der in Betracht gezogenen Curve. 

y) Wir wollen annehmen, es sei nach einem bestimmten 
Gesetze jedem Punkt P des Raumes ein Vector V zugeordnet; 
man soll eine Zahl u ermitteln, die eine solche Function von 
P ist, dass Vw = F. 

Dieses Problem ist das umgekehrte von demjenigen in 
Nr. 63 und nicht immer auflösbar; ist es aufzulösen, so 
ist die Function u bis auf eine Constante (Nr. 64, «) be- 
stimmt. Wenn der Vector V eine auf P wirkende Krafb dar- 
stellt, so heisst die Function u Potential. 

Ein wichtiger Fall ist derjenige, in welchem 

's 

das heisst gleich der Summe von so vielen Gliedern von der 

Gestalt f(r) ist, worin die Ä feste Punkte, r der Abstand 

des P von Ä und f(r) eine numerische Function ist. Setzt 
man i^,(n) "^ffsi^^än^ so genügt es ?7'== UF(r) zu machen. 
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Anmerkungen. 

Nr« 8 — 13* Die Sätze in diesen Nummern verdankt manMöbius, 
Der barycentrische Calcul. 

Der Ausdruck SPQB (Nr. 9) ist, wenn PQB festliegt und S variirt, 
dem Moment des Systems S in Bezug auf die Ebene PQB proportional. 
Die Definition (11) kann man deshalb auch so geben: „Zwei F sind 
gleich, wenn sie dasselbe Moment in Bezug auf jede Ebene haben." 

Nr. 20. Möbius (ebenda § 9) beschränkt sich in dem Fall, dass 
die Masse Null ist, darauf zu sagen der Massenmittelpunkt sei unend- 
lich entfernt. Die grosse Wichtigkeit der F in diesem Fall wurde 
von Grassmann (Ausdehnungslehre 1844 § 99 und folgende) her- 
vorgehoben. Der Name Vector wurde von Hamilton (Lectures on qua- 
ternions) eingeführt. Er kommt von vehere, weil der Vector eine Trans- 
lation vorstellt. 

Dieser jetzt sehr verbreitete Name hat vor dem Namen Segment 
oder Strecke, der auch gebraucht wird, den Vortheil, dass es nicht 
möglich ist, das hier betrachtete abstracto Ding mit irgend einer der 
verschiedenen BedeutuDgen des Wortes Segment oder Strecke in der 
elementaren Geometrie zu verwechseln. 

Hier ist der Yector ein Ding, das der Glasse der F angehört; es 
ist desbalb nicht mehr nöthig die Gleichheit und die Summe zu de- 
finiren. Yiele Autoren definiren dagegen direct, ohne vorher die F zu 
betrachten, die Gleichheit (Aequipollenz) der Vectoren und ihre Summe. 
Das hier eingeschlagene Verfahren hat den Vortheil, dass man zu den 
verschiedenen Formeln mit der geringsten Anzahl von Voraussetzungen 
kommt. 

Nr« 37« Die hier eingeführte Operation i ist die einfachste, die 
der Bedingung »' =» — 1 genügt; trotzdem ist sie nicht die einzige, 
auch in Bezug auf Vectoren in der Ebene. Die Definition in Nr. 39 führt 
zu einer Darstellung der complexen Zahlen, die etwas verschieden von 
derjenigen von Argand, Cauchy und Andern, jedoch einfacher ist. 
Ich verdanke diese Theorie Bellavitis (Metodo deÜe equipoUenze). 

Nr« 40« Die trigonometrischen Relationen, die hier auftreten, 
können auch als Definition angenommen werden. 

Nr« 44« a) Man beachte, dass hier die trigonometrischen Formeln 
für die Addition der Bogen direct bewiesen werden und dass das Argu- 
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ment des Products die Summe der Argumente der Factoren ist. In den 
gewöhnlichen Algebrabüchern werden, um diese Sätze zu beweisen, die 
trigonometrischen Formeln als bekannt vorausgesetzt. (Serret, Algäbre, 
Nr. 38). 

Nr. 45» Wenn der Vector U die Verschiebung eines materiellen 
Punktes und V eine an diesem Punkt wirkende Kraft vorstellt, so misst 
das Product J7 x F die der Erafb und der Verschiebung entsprechende 
Arbeit. 

Der Ausdruck Ux V wurde von Grassmann (Vorrede zur Aus- 
dehnungslehre) inneres Product genannt. Er wurde später von Besal 
(Traitä de Cinämatique pure, 1862, pag. 64) unter dem Namen geo- 
metrisches Product eingeführt. 

Siehe auch Somoff, Theoretische Mechanik, übersetzt von Ziwet. 
In den Quaternionen Hamilton 's wird das Product zweier Vectoren a 
und ß in Folge anderer Vereinbarungen mit — S-aß bezeichnet: Auch 
bei Grassmann wird das innere Product nicht direct eingeführt. 

Nr. 55* Der Taylor'sche Satz für numerische Functionen ist in der 
Form, die er im Text hat, in einer im Journal Mathesis, iX, p. 182 er- 
schienenen Abhandlung von Peano bewiesen worden. 

Nr. 62» Der Differentialparameter, nur seiner Grösse nach be- 
trachtet, wurde von Lam^ eingeführt. Hamilton betrachtete ihn als 
Vector und bezeichnete ihn, wie dies jetzt gewöhnlich geschieht, mit V. 



